
第三章 非线性控制系统 Lyapunov 稳定性

理论 

 

在对控制系统进行分析设计过程中，稳定性起着主导作用。

因为给定一个控制系统，在其各种性能中首先和最重要的问题就

是控制系统的稳定性稳问题，因为不稳定的系统一般是不能用的，

而且也是有潜在危险的。定性地说，如果控制系统从所需要的工

作点附近起动后，意味着系统以后一直将运行停留在这一点周围，

那么该控制系统称作稳定的。 

本章主要讨论平衡点的稳定性，研究非线性控制系统平衡点

的稳定性特征最有效的一般方法是由 19 世纪末俄国数学家

Lyapunov 引进的理论。其论文：“运动稳定性的一般问题”首次

发表于 1892 年，它包括稳定性分析的两种方法：线性化方法与

直接方法。线性化方法根据非线性系统在平衡点附件线性化系统

的稳定性来判别自身的局部稳定性。直接方法不限于局部运动，

它通过对系统构造一个“类似能量”的纯能量函数，然后考查该

函数对时间的变化来判断稳定性。 

Lyapunov 线性化方法成为线性控制设计的理论判据，而

Lyapunov 直接方法成为非线性控制系统分析和设计最重要的工

具。线性化方法与直接方法统称为 Lyapunov 稳定性理论。本章

主要讨论自治系统和非自治系统 Lyapunov 稳定性理论，同时也

给出了系统不稳定条件。 



3.1  非线性系统与平衡点 

3.1.1 非线性系统 

用以下的非线性微分方程描述一个非线性动力系统 

( , )x f x t                                  （3.1） 

其中 f 是一个 1n 的非线性向量函数，而 x 是一个 1n 的状

态向量。状态向量的一个特定值也称为一个点，因为它对应于状

态空间的一个点。状态数 n 称为系统的阶。方程（3.1）的一个

解 ( )x t 通常对应于状态空间的一条曲线（时间变量 t从 0 到正无

穷大），称这条轨线为状态轨线或者系统轨线。 

注: 虽然系统（3.1）并不明显包含控制变量，但它可以直接

用于反馈控制系统。因为方程（3.1）可以代表一个反馈控制系

统的闭环动态模型，因为控制输入本质上是状态与时间的一个函

数，所以控制输入被吸收到闭环系统的动态方程中了。具体地说，

如果控制系统的动态方程为： 

( , , )x f x u t                                     （3.2） 

而设计的控制规律为： 

( , )u g x t
                                     （3.3） 

那么，闭环系统的动态方程为 

( , ( , ), )x f x g x t t                                （3.4） 

显然方程（3.1）和方程（3.4）是同一类型。 

非线性系统特殊情形是线性系统。当非线性系统的表达形式

为 



( )x A t x  

时，此时非线性系统就称为线性系统。 

3.1.2 自治系统与非自治系统 

非线性系统（3.1）称为自治的，如果函数 f 不显含 t ，即如

果系统方程可写作 

( )x f x                                        （3.5） 

否则，该系统称为非自治的。 

注：控制系统上述定义只能对闭环动态给出。因为控制系统

包含控制器和装置（包含传感器及执行器动态），而控制系统的

非自治可能来自模型或控制器。确切说，设有一个时不变的动力

学模型为 

( , )x f x u
                                     （3.6） 

如果所选控制器是时变的，它可能导致一个非自治的闭环系统，

即如果 ( , )u g x t 。 

例 3.1 简单模型 x x u   可能变为非线性自治系统，但如取

2 sinu x t  ，则控制是非线性非自治的。事实上，线性时不变装

置的自适应控制器往往使闭环系统变为非线性和非自治的。 

自治系统与非自治系统的基本区别在于：自治系统的状态轨

线不依赖于初始时刻，而非自治系统状态轨线一般要依赖于初始

时刻。 

3.1.3 平衡点 

定常状态 x称为一个系统的平衡态（或平衡点），如果一



旦状态轨线 ( )x t x ，则此后状态永远停留在 x。数学上，这表

明定常向量 x
满足 0 ( )f x ，或者说导数（变化率）恒为零的

点。 

例 3.2 研究如下图 3.1 所示单摆运动 

 

 R
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图 3.1 单摆运动 

其动力系统方程为 

2 sin 0MR b MgR       

记 1 2,x x   则相应的状态方程为 

1 2
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x x
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

  


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于是平衡点满足 

2 10,      sin 0x x   

因此，平衡点为 (0[2 ],0)    ( [2 ],0)   等从物理意义上讲，它

们分别对应摆的垂直向上及垂直向下的位置。 

注: 如果平衡点不在原点，可以通过平移方法把平衡点平移



到原点。 

  3.1.4 标称运动 

   在一些实际问题中，我们不是关心平衡点附近的稳定性，而

是关心在某个运动状态附近 

的稳定性，即当系 

统的运动与它 

的原始远动的轨 

线有一个小偏离时， 

它是否会保持与原 

始轨线的接近。                  图 3.2 标称运动 

可以证明，这种运动稳定性问题可以转化为关于某个平衡点

稳定性问题。不过，这时的等价系统不是自治的。 

证明 设 ( )x t
为方程 ( )x f x 的对应于初始值 0(0)x x  的标称轨

线。我们设初始值有一个扰动 0 0(0)x x x  ，然后考查运动误差 

( ) ( ) ( )e t x t x t                                   （3.7） 

的相应变化，见上图，因为 ( )x t 和 ( )x t 均为方程 ( )x f x 的解，

故 

0

0 0

( )       (0)

( )         (0)

x f x x x

x f x x x x

  

  




                     

（3.8） 

那么 ( )e t 满足以下的非自治系统 

( , ) ( , ) ( , )e f x e t f x t g e t                       （3.9） 

初始值为 0(0)e x 由于 (0, ) 0g t  ，以 e为状态，以 g 代替 f 的新



的动态系统以状态空间原点为其一个平衡点，而非自治系统。可

以说一个自治系统对每一个特殊的标称运动的稳定性对应于一

个等价的非自治系统关于平衡点的稳定性。 

例 3.3 自治质量-弹簧系统的动态方程为 

3

1 2 0mx k x k x    

包含反应弹簧硬效应的非线性特性。讨论初始值为 0x 的轨线

( )x t 的运动稳定性。 

设初始值扰动后为 0 0(0)x x x  ，相应的系统轨线记作

( )x t 。可以得到误差 e的等价方程为 

3 2 2

1 2[ 3 ( ) 3 ( )] 0me k e k e e x t ex t       

却不是一个自制系统。 

3.2  稳定的数学描述 

记号 RB 表示为状态空间的球形区域 ,    Rx R S 为球面 x R 。 

3.2.1 稳定性与不稳定性 

定义 3.2.1  一个平衡点 0x  称为稳定的，如果任给 0R  ，总存

在 0r  ， 使 当 初 始 值 ( 0 )x r 时 ， 过 初 始 值 的 解 总 有

( ) ,   0x t R t  。否则称为不稳定的平衡点。 

稳定的几何解析是：当初始值的模相对小时，即在区域 ,    rx r S

内，则过初始值的解的模不会超出预先给定的区域 ,    Rx R S 。 

注: “不稳定”与“逃逸”的本质区别在于逃逸指轨线从平衡点

附近不断走远，直到无穷远。而不稳定只是离开平衡点，不一定

趋于无穷。所以，对于非线性系统逃逸是不稳定的特殊情况。但



对于线性系统而言，不稳定与逃逸是等价的。考察下面例子 

例 3.4 有极限环的例子，考虑范德波尔（van der Pol）振子方

程 

1 2

2

2 1 1 2(1 )

x x

x x x x



   




 

按等斜率法其轨线图如图 3.3 所示 

1x

2x

1 

0 

1  

5  

 

图 3.3 等斜率法轨线图 

即系统自任意一个非零初始点出发的轨线都趋于一个极限环。这

说明，如果定义 3.2.1 中的 0R  选得足够小，使得以为半径的圆

整个包含在极限环的闭曲线内，那么，不管初始值多么接近原点，

系统轨线都将离开这个圆，但不能与极限环相交跑出极限环至无

穷远。这说明原点是不稳定的但不是逃逸。 

3.2.2. 渐近稳定性和指数稳定性 

定义 3.2.2  平衡点 0 为渐近稳定的，如果它是稳定的，而且存

在 0r  使当 (0)x r 时， ( ) 0,   x t x 。 

定义 3.2.3 平衡点 0 是指数稳定的，如果存在两个正数和使

得 0, ( ) (0)    tt x t x e 在原点附近的某个球内成立。 



例 3.5  
2( 1 s i n )x x x    

其解为 

0
( ) (0)exp( [1 sin( ( ))])

t

x t x x d     

因此 

| ( ) | | (0) | tx t x e  

指数稳定蕴含渐近稳定，反之不成立。 

如
2 ,     (0) 1x x x    

因它的解为 1/(1 )x t  。这个函数比任何指数函数 ( 0)te    都

收敛得慢。 

3.2.3 局部稳定性与全局稳定性 

定义 3.2.4  如果对任何初值渐近（或者指数）稳定成立，则这

样的平衡点称为大范围渐近（指数）稳定，或者全局渐近（指数）

稳定. 

3.3 线性化与局部稳定性 

对于自治系统 ( )x f x ，假设 ( )f x 是连续可微的，由泰勒展

式，在原点可以展开成如下实在 

.

0

( )h

x

f
x x f x

x 

 
  

 


                        
（3.10） 

其中， .( )hf x 表示 x 的高阶项，记
0x

f
A

x 

 
  

 
。 

那么系统 

x Ax                                    （3.11）               

称为原非线性系统在平衡点的线性化系统 



   非线性系统与线性化系统在平衡点的稳定关系如下： 

定理 3.3.1 （Lyapunov 线性化方法） 

 如果线性化系统是严格稳定的（即 A 的特征值在复平面的左

半开平面内），那么非线性系统的平衡点是渐近稳定的。 

 如果线性化系统是不稳定的（即 A 的特征值至少有一个在复

平面的右半开平面内），那么非线性系统的平衡点是不稳定的。 

 如果线性化系统是临界稳定的（即 A 的特征值在复平面的左

半开平面内，且至少有一个在虚轴上），那么由线性化系统得

不到原系统的任何信息。 

例 3.6  系统 

2

1 2 1 2

2 2 1 1 1 2

cos

( 1) sin

x x x x

x x x x x x

 

   



  

在平衡点的线性化系统为 

1    0

1    1
x x

 
  
 


 

特征根具有正实部，所以平衡点不稳定. 

3.4 Lyapunov 直接方法 

    Lyapunov 直接方法的基本原理是一个基本物理现象的数学

表达：如果一个力学（或电）系统的全部能量连续耗散，那么系

统（不管是线性的还是非线性的）都将最终停止在一个平衡点处。

这样，我们可以由一个标量函数的变化来判断一个系统的稳定性。 



具体让我们考查右图 3.4 

中的质量-阻力-弹簧系统， 

其动力学方程为 

3

0 1| | 0mx bx x k x k x       

这里 | |bx x  表示非线性耗散

式阻尼，而 3

0 1( )k x k x 代      图 3.4 质量-阻力-弹簧系统 

表非线性弹簧。 

假定质点由弹簧的自然长度拉开一大段距离，然后松手，那

么质点运动是否稳定？用稳定性定义很难判断。因为这个非线性

方程的一般解很难得到。而线性化方法也不能用，因为运动可能

从线性区域外开始。但考查系统能量能得到运动形态的许多性质。 

系统的全部机械能是它的动能与势能之和 

2 3 2 2 4

0 1 0 1
0

1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 4

x

V x mx k x k x dx mx k x k x      
     

（3.12） 

比较稳定性定义与机械能，不难看出： 

 能量为 0 对应于平衡点（ 0, 0x x  ） 

 渐近稳定意味着机械能收敛到 0 

 不稳定对应于机械能的增长 

因为系统的能量变化率可以对上式进行求导，并利用系统方

程可以得到： 

3 3

0 1( ) ( ) ( | |) | |V x mxx k x k x x x bx x b x            
      （3.13） 

上式表明由于阻尼的存在导致系统的能量不断减少，直至停止运

动。 



3.4.1 正定函数与 Lyapunov 函数 

定义 3.4.1 一个标量函数 ( )V x 称为局部正定的，如果 (0) 0V  ，

且在一个球
0RB 内有 0 ( ) 0x V x    。一个标量函数 ( )V x 称为

全局正定的，如果 (0) 0V  ，且在整个空间内有 0 ( ) 0x V x    

定义 3.4.2 如果一个球
0RB 内，函数 ( )V x 是正定的，且有连续偏

导数，而且它沿系统的任意状态轨线的导数是负半定的，即 

( ) 0V x  ，那么称 ( )V x 为系统的 Lyapunov 函数。 

3.4.2 平衡点定理 

3.4.2.1. 局部稳定性的 Lyapunov 定理 

定理 3.4.1（局部稳定性） 如果在一个球
0RB 内，存在一个标量函

数 ( )V x ，它具有连续偏导数，并且 

 ( )V x 正定（在球
0RB 内） 

 ( ) 0V x  （在球
0RB 内） 

那么平衡点 0 是稳定的，如果导数 ( )V x 在球
0RB 内是负定的，那

么 0 是渐近稳定旳。 

证明：稳定性。设 x H A   

任给正数 H  ，由 ( )V x 的连续性和正定性知，必定存在 

inf ( ) 0,l V x  对 x H   

又由 (0) 0V  和 ( )V x 连续推知存在充分小的  ，使得 x  时

有 ( )V x l                                      

下面证明，对这样的 ，只要 0 x  ，则以 0x 为初始向量的解

( )x t 对一切 0t t 满足不等式 



x   

由解对 t的连续性，上面的不等式至少对某个区间 0 t t T 成

立。因为 H  ，由定理条件 

( ( ))
0  

dV x t

dt


                             
 

积分得到 

0
0

( ( ))
( ( )) ( ) 0  

t

t

dV x t
V x t V x dt

dt
                    （3.14）

 

因此当 0 t t T 时有 

0( ( )) ( ) V x t V x l      

这 证 明 了 在 解 满 足 不 等 式 x  的 任 意 区 间 内 ，

0( ( )) ( ) V x t V x l 均成立。 

如果 0( ( )) ( ) V x t V x l 不是对一切 0t t 成立，则当 t从 0t 增大

时必存在某个值 *t ，使得 0

t t t 时不等式 x  成立，但是在

t t 有 ( )x t   ，由于 H  ，故不等式 0( ( )) ( ) V x t V x l 在

t t 时仍成立，即 ( ( ))V x t l  ，但由 l 的定义，显然 

( )x t    

这与假设 ( )x t   矛盾 

渐近稳定性  由以上证明，当
dV

dt
定负时，显然零解是稳定

的。现在就取稳定性证明中的 作为 0 ，因而当 0 0x 时，对

一切 0t t 时有 ( )x t H 。为了证明 l i m ( ) 0
t

x t


 ，先证明 

lim ( ( )) 0
t

V x t


  



由于
dV

dt
为负， ( ( ))V x t 对 t 是递减的，可设 

lim ( ( ))
t

V x t c


  

如果 0c  ，则对于任何 0t t ，有 

( ( ))V x t c  

又由 ( )V x 的连续、正定， (0) 0V  ，故存在 0  使得对于任

何 0t t 有 ( )x t   

如果取 

( )
sup

x H

dV x
m

dt 

  

由
dV

dt
为负定，故 0m  ，于是 

0
0 0

( ( ))
( ( )) ( ) ( )  

t

t

dV x t
V x t V x dt m t t

dt
  

当 t增大时， ( )V x 变为负的。矛盾。所以 0c   

进而有 lim ( ) 0
t

x t


 。否则存在 ( 1,2, ),kt k k  时，kt 

使得 lim ( ( )) ( ) 0k
t

V x t V x


   

从而证明了解的渐近稳定性。 

例 3.7 考察系统 sin 0      的稳定性。 

取标量函数

2

(1 cos )
2

V


  


可验证： 

2( ) sin 0        V x  ，从而系统的平衡点是稳定的。 

例 3.8 考察系统 

2 2 2

1 1 1 2 1 2

2 2 2

2 1 2 2 1 2

( 2) 4

4 ( 2)

x x x x x x

x x x x x x

   

   




 



平衡点的稳定性。 

取正定函数 

2 2

1 2 1 2( , )V x x x x   

验证其沿轨线的导数为 

2 2 2 2

1 2 1 22( )( 2)V x x x x   
 

这说明上式在区域内
2 2

1 2 2 0x x   局部负定。从而保证了原点

是渐近稳定的。 

3.4.2.2. 全局稳定性的 Lyapunov 定理 

上述定理可用于局部稳定性分析。要保证全局稳定性，我们

自然希望将上述局部定理中的
0RB 放大到整个状态空间，这的确

是必要的，但不充分。要给V 函数一个附加条件： ( )V x 必须是

径向无界的，这指的是，当 x 时（换言之，当 x 沿任何方

向趋于无穷时） ( )V x 。有以下重要结果： 

定理 3.4.2 （全局稳定性） 假定存在状态 x的标量函数 ( )V x ，它

具有一阶连续偏导数并且 

 ( )V x 正定 

 ( )V x 负定 

 当 x 时， ( )V x   

那么原点作为平衡点是全局渐近稳定的。 

注: 径向无界的条件是用来保证等值曲线（在高维情况下为

等值曲面） ( ) aV x V 对应于一条闭曲线。如果曲线不闭，则轨线

虽然从高等值线往低等值线走，但却可能漂离平衡点。例如，对



正定函数 2 2 2

1 1 2( ) /(1 )V x x x x     ，曲线 ( ) aV x V 当 1aV  时是一条

开曲线，如图 3.5 所示。 

 

图 3.5 等值曲线 

例 3.9 考察系统 

2 2

1 2 1 1 2

2 2

2 1 2 1 2

( )

( )

x x x x x

x x x x x

  

   




 

的全局渐近线 

状态空间原点是系统的一个平衡点。取正定函数 

2 2

1 2 1 2( , )V x x x x  ，则函数沿系统的导数为： 

1 2 1 1 2 2

2 2 2

1 2

( , ) 2 2

2( )

V x x x x x x

x x

 

  

  
 

是全局负定的，因此平衡点是全局渐近稳定。 

例 3.10 考察系统平衡点 

1
1 22

1 2
2 2

6
2

2( )

x
x x

z

x x
x

z

  


 




 

稳定状态。

 



设
2

11z x  ，在抛物线 2 12/( 2)hx x  上系统轨线斜率为 

2

3/ 2 2

1 1 1

1

1 2 2

x

x x x




 



  

而抛物线的斜率为 

2

1/ 2 2

1 1 1

1

1 2 / 2

hdx

dx x x




 
 

注意，当 1 2x  时，第一式大于第二式，这说明轨线与抛物线

第一象限的那一段在向着轴的方向不相交（因为在抛物线上当

1 2x  时， 1 0x  ），这样一部分轨线就不会趋于原点，这说明

系统不是全局渐近稳定的。 

但是利用标量函数 

2
21
2( )

x
V x x

z
   

却有 1 2( , ) 0V x x  ，因

2
21
2( )

x
V x x

z
  不满足径向无界的条件，见

图 3.6，从而不能确定系统的全局渐近稳定性！ 

 



图 3.7 

2
21
2( )

x
V x x

z
  不满足径向无界的条件 

3.4.3 不变集理论 

控制系统的渐近稳定性是一个非常重要的性能指标，但是之

前的平衡点定理常常难以保证这个性质。因为所选的 Lyapunov

函数的沿系统的导数常常是负半定的。在负半定的情况下如何确

定渐近性？利用拉瑟（Lasser）的不变集理论可解决部分渐近稳

定性问题。 

定义 3.4.3  一个集合G 称为一个动态系统的不变集。如果从G

中一点出发的轨线永远留在G 中。 

例如任一个平衡点是一个不变集，一个平衡点的吸引域也是

一个不变集，一个平凡不变集是整个状态空间。对于一个自治系

统，状态空间的任何一条轨线都是一个不变集。极限环是一种特

殊的系统轨线，极限环也是不变集。 

1. 局部不变集定理 

局部不变集定理反映这样一种直觉：Lyapunov 函数V 必须

会逐渐消失（即V 会收敛于 0）。 

定理 3.4.3 （局部不变集定理）  考查一个自治系统 ( )x f x ，

这里 f 是连续的。设 ( )V x 为一个有连续一阶偏导数的标量函数，

并且满足： 

 对于任何 0l  ，由 ( )V x l 定义的 l 为一个有界区域 

 对任 ,    ( ) 0 
lx V x   

设 R 为 l 内 ( ) 0V x  的所有点的集合，M 为 R 中的最大不变集，



那么当 t 时从 l 内出发的轨线均趋于M 。 

不变集定理不仅使我们在V 负半定的情况下得到渐近稳定

的结论，同时，也可以将用 Lyapunov 函数描述性态收敛的方法

从平衡点推广到更一般的情况，例如收敛到极限环。 

例 3.11 对引例的质量-阻尼-弹簧系统 

3

0 1| | 0mx bx x k x k x      进行渐进性分析 

解 取 Lyapunov 函数： 

2 3 2 2 4

0 1 0 1
0

1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 4

x

V x mx k x k x dx mx k x k x        

对其求导数得到 

3 3

0 1( ) ( ) ( | |) | | 0            V x mxx k x k x x x bx x b x   

令
3( ) | | 0V x b x    可得到解： 0, 0x x  只有原点为不变集，

故平衡点是渐进稳定的。 

例 3.12 吸引域例子，对系统 

2 2

1 2 1 1 2

2 2

2 1 2 1 2

( )

( )

x x x x x

x x x x x

  

   



  

设 2l  ，则由
2 2

1 2( ) 2V x x x   定义的集合 2 是一个有界集。

只含一个原点，它是不变集（因为它是一个平衡点）。局部不变

集定理的一切条件满足，因此由圆内任意一点出发的轨线均收敛

于原点。吸引域由不变集理论唯一确定。 

例 3.13 吸引极限环例子。考察系统 

7 4 2

1 2 1 1 2

3 5 4 2

2 1 2 1 2

[ 2 10]

3 [ 2 10]

x x x x x

x x x x x

   

    



  



首先取 Lyapunov 函数： 

4 2 2

1 2( ) ( 2 10)V x x x    

对其求导数得到 

10 6 4 2 2

1 2 1 2( ) 8( 3 )( 2 10)V x x x x x      

上式除在下面区域外为严格负 

10 6 4 2

1 2 1 23 0,   2 10 0x x x x      

不变集为原点和一个极限环
4 2

1 2 2 10 0x x    

 

推论  考查一个自治系统 ( )x f x ，这里 f 是连续的。设

( )V x 为一个有连续一阶偏导数的标量函数，设在原点的某个邻

域内有： 

 ( )V x 局部正定 

 V 负半定 

 由 0V  确定的集合 R 除 0x  外不含自治系统的其它轨

线。 

那么 0 是渐近稳定平衡点，而且在 l 中的由 ( )V x l 定义的最大

连通域 l 是平衡点的吸引域。 

2. 全局不变集定理 

定理 3.4.4 （全局不变集定理）考查一个自治系统 ( )x f x ，这

里 f 是连续的。设 ( )V x 为一个有连续一阶偏导数的标量函数，并

且 

 ( )V x （当 x 时） 



 ( ) 0V x  对所有的 x 成立 

设 R 为 ( ) 0V x  的所有点的集合，M 为R 中的最大不变集，那么

当 t 时所有解轨线均全局渐近收敛于M  

例 3.14 考察一个二阶系统 

( ) ( ) 0x b x c x     

其中， ( ), ( )b x c x 为连续函数，满足以下条件 

( ) 0,   0

( ) 0,   0

xb x x

xc x x

 

 

  
 

取 Lyapunov 函数 

2

0

1
( )

2

x

V x c y dy    

看作系统的动能与势能之和。 

对其求导得到 

( ) ( ) 0       V xx c x x xb x   

并且由 ( ) 0V xb x     得到 0x  进一步可以得到 ( )x c x  当

0x  是非零的。因此系统不可能停在 0x  外的点。满足全局不

变集定理条件。 

注： 与 Lyapunov 直接法相比，不变集方法不要求V 的正定

性。这使我们有可能利用单个“类 Lyapunov 函数”去处理带有

多个平衡点的系统稳定性问题。 

例 3.15 多模态 Lyapunov 函数 

 
2 3| 1| sin

2

x
x x x x


      

考虑 Lyapunov 函数 



2

0

1
( sin )

2 2

x y
V x y dy


    

这个函数有两个最小点，分别为 1,   0x x   ，以及一个关于 x

的最大点，在 0,   0x x  ，V 的时间导数为 

2 4| 1|V x x     

它是系统的能量耗散，现在 

0 0V x    或 1x    

考虑以下情况 

0 sin 0
2

x
x x x


        除非 0x  或 1x    

1 0x x     

因此，由不变集定理可知系统全局收敛于（ 1, 0x x  ）或者

（ 1, 0x x   ）或（ 0, 0x x  ）。前两个平衡点是稳定的，

因为它们对应于V 的局部最小值（注意，这里线性化仍给不出任

何稳定性 ）。相反，平衡点（ 0, 0x x  ）是不稳定的。它可

由线性化[ ( / 2 1)x x  ]看出。也可以简单地由以下讨论得出：

由于此点是V 沿的局部最大点。在 x轴方向上从零点有个小位移

的点出发，轨线必然会离开零点。 

 

3.5 时变系统稳定性理论 

在前面的内容分析中，我们重点研究了自治系统的

Lyapunov 稳定性分析方法。但是，在许多的实际问题中，我们

遇到的通常是非自治系统。如火箭起飞就是一个非自治系统，因

为包含在它的动态方程中的参数（如空气的温度和压力）都随着



时间的变化而变化。而且，正如前面所讨论的，确定一个自治系

统对标称运动的稳定性要求对与这个自治系统等价的非自治系

统围绕其平衡点进行稳定性分析。因此，需要进一步研究非自治

系统的稳定性分析的方法。本节主要研究时变非线性系统的稳定

性分析的方法。 

 

3.5.1 时变系统的稳定性概念 

时变系统的稳定性非常类似自治系统的稳定性概念。但是，

由于时变系统性态对初始时间 0t 的依赖性，这些稳定性概念的定

义中显含 0t ；进而，鉴于时变系统性态对不同的初始时间 0t 有不

同值，系统性态有一定的相容性，必须有一个新的概念----“一

致性”来表征。本节中，我们把自治系统的稳定性概念简洁地推

广到时变系统，并且介绍“一致性”这个新概念。 

对于一个形如 

( , )x f x t                           （3.15） 

的时变系统， x
称为它的一个平衡点，如果下式成立： 

0( , ) 0         f x t t t
                      （3.16） 

注意到对 0t t 此方程都成立，这意味着系统（3.15）在所有的

时间内都能够停留在点 x
 

例 3.16 系统 

2

( )

1

a t x
x

x
 


  

有一个平衡点 0x  ；然而对于 ( ) 0b t  的系统 



2

( )
( )

1

a t x
x b t

x
  


  

就没有 ，可以认为它是一个有外部输入或扰动 ( ) 0b t  的系统。 

 

稳定性概念的扩展： 

1. 平衡点 0 在 0t 处是稳定的，如果对于任意的 0R  ，存在一个

正数 0( , )r R t ，使得 

0 0( ) ( )         x t r x t R t t                  （3.17） 

否则，平衡点 0 是不稳定的。 

2. 平衡点 0 在 0t 处是渐进稳定的，如果它是稳定的，并且 

0( ) 0,r t  使得 

       0 0( ) ( ) ( ) 0,   x t r t x t t   。              （3.18） 

3. 平衡点 0 是指数稳定的，如果存在两个正数 和 ，使得对

充分小的 0( )x t ，有 

0( )

0 0( )       t t
  


t t

x t x e 
                 

（3.19） 

4. 平衡点 0 在 0t 处是全局渐进稳定的，如果对任何 0( )x t 有

( ) 0,   x t t 。 

例 3.17 一阶时变线性系统 

( ) ( ) ( )x t a t x t   

它的解为 

0
0( ) ( )exp ( )

t

t
x t x t a r dr  

    

因此，当 0( ) 0,a t t t  ，系统是稳定的；当
0

( )a r dr


  ，系统



是渐进稳定的；如果存在一个正数 T ，使得对 0t ，有

( ) 



t T

t
a r dr （其中 是一个正常数），那么系统是指数稳定的。 

例 3.18 下面系统的稳定情况 

2(1 )

x
x

t
 


 是稳定的（但不是渐进稳定的）； 

(1 )

x
x

t
 


 是渐进稳定的； 

x tx  是指数稳定的。 

例 3.19 考察一个有趣的例子 

21 sin

x
x

x
 


  

它的解可以表示为 

0
0 2

1
( ) ( )exp

1 sin ( )

t

t
x t x t dr

x r

 
  

 
  

由于 

0

0

2

1

1 sin ( ) 2




t

t

t t
dr

x r
  

系统是以速率 1/2 指数收敛的。 

 

稳定性概念中的一致性 

前面介绍的时变系统的Lyapunov稳定性和渐近稳定性的概

念表明，初始时间对系统性态有重要影响。实际上，不管初始时

间如何，我们通常都期望系统性态有一定的“一致性”，这就促



使我们考虑一致稳定性和一致渐近稳定性的定义。以后我们会看

到，具有一致性性质的时变系统具有某种期望的抗干扰能力。需

要指出的是，因为自治系统性态与初始时间无关，所以它的稳定

性质都是一致的。 

定义 3.5.1 平衡点 0 是局部一致稳定的，如果表达式（3.17）中

的标量 r 可以选择为与 0t 无关，即 ( )r r R 。 

定义 3.5.2 平衡点 0 是局部一致渐近稳定的，如果它是一致稳定

的，且存在一个半径与 0t 无关的吸引球
0RB ，使得初始状态在

0RB

内的轨线关于 0t 一致收敛于 0。 

轨线稳定、渐近稳定及不稳定的走向可由下图 3.7 所示： 

0

(0)x

1

2

3

RS

rS

 

图 3.7  曲线 1 稳定，曲线 2 渐近稳定，曲线 3 不稳定 

注:  对关于 0t 一致收敛于 0 是指对于 

1 2 2 1 0 1 2, : 0 , ( , ) 0,    R R R R R T R R 使得对 0 0t  有 

0 1 2 0 1 2( ) ( )      ( , )    x t R x t R t t T R R  

即从球
1RB 内出发的状态轨线经过与时间 0t 无关的时间段T 之后，



一致收敛到一个更小的球
2RB  

例 3.20 考虑一阶系统 

1

x
x

t
 


  

它有通解 

0
0

1
( )

1

t
x x t

t





 

这个解渐近收敛于零，但不一致收。直观上是因为对于更大的 0t

此解要经过更长的时间才能接近于原点。 

例 3.21 一阶线性系统 

𝑥 = (6𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡 − 2𝑡)𝑥 

其解为𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡0 𝑒𝑥𝑝    6𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡 − 2𝑡 
𝑡

𝑡0
𝑑𝑡  

    = 𝑥 𝑡0 𝑒𝑥𝑝[6𝑠𝑖𝑛𝑡 − 6𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑡2 − 6𝑠𝑖𝑛𝑡0 + 6𝑡0𝑐𝑜𝑠𝑡0 + 𝑡0
2] 

（读者可以绘出上两例子的关于解对𝐭𝟎的依赖性的轨迹图，帮助

理解！） 

3.6 时变系统的 Lyapunov 稳定性分析 

前面已经对时不变系统的稳定性定理作了详细的论述，很多

思想都可以类似地应用到时变系统的情况，但是在处理时变系统

稳定性过程中，相关条件的要求变得更复杂、更受限制。因为时

变系统的稳定性与初始值无关，为了能得到时变系统的稳定性定

理，通过引入时变正定函数、K 类函数等，把时变系统的稳定性

定理与时不变系统稳定性定理有机联系，成功解决了时变系统的

一致性问题！时变系统的 Lyapunov 直接方法的基本思想就是利



用标量 Lyapunov 函数来判断非线性系统的稳定性，可以类似地

用于时变系统中。除了在数学上更复杂之外，主要不同之处是在

时变系统中不能应用强有力的 Lasser 定理。 

3.6.1 时变正定函数和具有无穷大上界的函数 

利用 Lyapunov 直接方法研究时变系统时，要用到显含时间

的标量函数 ( , )V x t ，而在时不变系统分析中，运用时不变标量函

数 ( )V x 就够了。现在，我们对这样的标量函数 ( , )V x t 作以说明。 

定义 3.6.1  标量时变函数 ( , )V x t是局部正定的，如果满足

( 0 , ) 0V t  ，且存在一个时不变正定函数 0 ( )V x ，使得 

0 0,   ( , ) ( )t t V x t V x                        （3.20） 

由此可见一个时变函数是局部正定的，则它能控制住一个时

不变局部正定函数。全局正定函数可以类似定义。 

用同样方法可以定义其它局部或全局的相关概念。 

在时变系统的 Lyapunov 分析中，具有无穷大上界函数也是

必要条件。 

定义 3.6.2  标量时变函数 ( , )V x t具有无穷大上界，如果

( 0 , ) 0V t  ，且存在一个时不变正定函数 1( )V x ，使得 

10,   ( , ) ( )t V x t V x 
                      （3.21） 

换句话说，标量函数 ( , )V x t 如果受一个时不变正定函数的控制，

则具有无穷大上界。 

例 3.22 时变正定函数 

2 2 2

1 2( , ) (1 sin )( )V x t t x x    



因为它控制住时不变正定函数 2 2

0 1 2( )V x x x  。这个函数也具有无

穷大上界，因为它被函数
2 2

1 1 2( ) 2( )V x x x  控制住。 

 

给定一个时变标量函数 ( , )V x t ，它沿着系统 ( , )x f x t 的轨

线的导数为 

( , )
dV V V V V

x f x t
dt t x t x

   
   
   

               （3.22） 

 

3.6. 2 时变系统稳定的 Lyapunov 定理 

定理 3.6.1 （时变系统稳定的 Lyapunov 定理）对于时变系统

( , )x f x t  

稳定性：如果在平衡点 0 的领域球
0RB 内，存在一个具有连

续偏导数的标量函数 ( , )V x t ，使得 

1） ( , )V x t 是正定的； 

2） ( , )V x t 是半负定的， 

那么平衡点 0 是 Lyapunov 意义下稳定的。 

一致稳定和一致渐近稳定：而且，如果 

3） ( , )V x t 具有无穷大上界， 

那么原点是一致稳定的；如果条件 2）加强为 ( , )V x t 是负定

的，那么平衡点是一致渐近稳定的。 

全局一致渐近稳定：如果球
0RB 用全空间代替，且满足条件 1）、

2）、条件 3）和条件 

4） ( , )V x t 是径向无界的， 



那么平衡点 0 是全局一致渐近稳定的。 

   为便于对定理 3.6.1 的证明，我们先介绍比较函数及其性质，

并且给出一致稳定性与比较函数的关系。 

定义 3.6.3  称连续函数 : R R   是 K 类函数（或者属于K 类

函数），如果 

 (0) 0  ； 

 ( ) 0,   0p p    ； 

  是不减的 

如果当 p时 ( )p ，则 属于K类函数 

定义 3.6.4 对于连续函数 :[0, )a R R    ，如果对于每个固

定的 s ，映射 ( , )r s 都是关于 r 的 K 类函数，并且对于每个固

定的 r ，映射 ( , )r s 都是关于 s 的递减函数，且当 s时，

( , ) 0r s  ，则 ( , )r s 是KL类函数。   

例 3.23 下面函数对应不同的比较函数 

1. 函数
1( ) tan ( )r r  是严格递增的，因为 2

1
( ) 0

(1 )
r

r
  


，

因此
1( ) tan ( )r r  属于 K 类函数，但它不属于 K 类函数，因

为 lim ( )
2

r r


   。 

2. 函数 ( ) cr r  对于任意正实数 c 函数是严格递增的，因为

1( ) 0cr cr    ，且 lim ( )r r ，因此属于K类函数。 

3. 函 数
2( ) min{ , }r r r  连 续 且 是 严 格 递 增 的 ， 又 有

lim ( )r r ，因此属于K类函数。注意，在 1r  处 ( )r 不



是连续可微的。 K 类函数不要求连续可微性。 

4. 函数 ( , )
( 1)

r
r s

ksr
 


对于任意正实数 k ，对 r 函数是严格递

增的，因为 2

1
0

(1 )r ksr


 

 
，但对 s 是严格递减的，因为

2

2
0

(1 )

kr

s ksr

 
 

  ，而且当 s时， ( , ) 0
( 1)

r
r s

ksr
  

 ，

因此 ( , )r s 是KL类函数。 

5. 函数 ( , ) c sr s r e  对于任意正实数 c都是KL类函数。 

 

下面的引理揭示了正定函数，具有无穷大函数与K 类函数之

间的关系。 

引理 3.6.1 函数 ( , )V x t 是局部（或全局）正定的，当且仅当存在

一个 K 类函数 ，使得对
0

0,       Rt x B ，（或全状态空间），

有 

(0, ) 0V t  和 ( , ) ( )V x t x  

     函数 ( , )V x t 是局部（或全局）无穷大上界的，当且仅当存

在一个 K 类函数  ，使得对
0

0,       Rt x B ，（或全状态空间），

有 (0, ) 0V t  和 ( , ) ( )V x t x  

证明 充分性显然 

     必要性 假定存在一个时不变正定函数 0 ( )V x ,使得 

0( , ) ( )V x t V x ，并且要证存在一个K 类函数 ，使得 

( , ) ( )V x t x 成立。定义 



0( ) inf ( )
p x R

p V x
 

  

第二部分：定义函数  为 

1
0

( ) sup ( )
x p

p V x
 

  

引理 3.6.2  考虑标量自治方程 

𝑦 == −𝛼 𝑦 , 𝑦 𝑡0 = 𝑦0 

其中𝛼是定义在[0, 𝑎)上的局部利普希茨（Lipschitz）𝛫类函数。

对于所有0 ≪ 𝑦0 < 𝑎,当𝑡 ≫ 𝑡0时方程有唯一解𝑦(𝑡),且 

𝑦 𝑡 = 𝜎(𝑦0, 𝑡 − 𝑡0) 

其中，𝜎是定义在 0, 𝑎 × [0,∞)上的 KL 类函数。 

例 3.24 考察下面两个具体方程，其解满足引理结论。 

   1.  𝑦 = −𝑘𝑦, 𝑘 > 0 

   2.  𝑦 = −𝑘𝑦2, 𝑘 > 0 

方程 1 的解为 0( )

0

k t t
y y e

 


，方程 2 的解为
0

0 01 ( )

y
y

y k t t


  。满

足引理结论。 

由以上相关结论，把定理 3.6.1 重新叙述如下： 

定理 3.6.2 如果在平衡点 0 的领域球
0RB 内，存在一个具有连

续偏导数的标量函数 ( , )V x t ，使得 

1） ( , ) ( ) 0 V x t x ； 

2a） ( , )V x t 是半负定的， 

那么平衡点 0 是 Lyapunov 意义下稳定的。而且，如果存在一个

K 类函数  ，使得 



3） ( , ) ( )V x t x  

那么原点是一致稳定的； 

如果条件 1）、条件 3）成立，且条件 2a)替换为 

2b） ( , ) ( ) 0 V x t x  

其中 是另一个K 类函数，那么平衡点是一致渐近稳定的。 

如果在整个空间都满足条件 1）、条件 2b）和条件 3），且 

lim ( )
x

x


  

那么原点 0 是全局一致渐近稳定的。 

证明：我们分三个部分进行证明。 

1、Lyapunov 稳定：为了证明 Lyapunov 稳定，我们只需证

明对给定的 0R  ，存在 0  ，使得式（3.17）成立。有条件 1）

和条件 2）有 

0 0 0( ) [ ( ), ] [ ( ), ]      x V x t t V x t t t t                  （3.23） 

因为 ( , )V x t 关于 x 连续，且 0(0, ) 0V t  ，我们可以找到一个 r，使

得 

0 0 0( ) ( ( ), ) ( )x t r V x t t R  
                      

（3.24） 

这意味着如果 0( )x t r ，那么 ( ( ) ) ( )x t R  ，因此，对 0t t ，

有 ( )x t R  

   2. 一致稳定和一致渐近稳定：由条件 1）和条件 3）， 

( ) [ ( ), ] ( ( ) )      x V x t t x t 
                      

（3.25） 

对 0R  ，存在 ( ) 0r R  ，使得 ( ) ( )r R  。选择初始状态 0( )x t ，



使得满足 0( )x t r ，那么 

0 0( ) ( ) [ ( ), ] [ ( ), ] ( ( ) )  R r V x t t V x t t x t  
           

（3.26） 

这意味着 

0 ,    ( ) t t x t R
                                

（3.27） 

因为 r 与 0t 无关，所以原点 0 是一致稳定的。 

证明一致渐近稳定的基本思想是：如果 x 不收敛于原点，那

么存在一个正数 a，使得 ( ( ), ) 0 V x t t a 。这意味着 

0
0 0 0[ ( ), ] [ ( , )] ( )    t

t
V x t t V x t t Vdt t t a

              
（3.28） 

因此 

0 0 00 [ ( ), ] [ ( ), ] ( ) V x t t V x t t t t a 
                   （3.29） 

当 t 增大时，就会产生矛盾。下面给出详细的证明。 

令 0( )x t r ，（ r 如前）。令  是任意一个满足 00 ( )x t  的正

数。我们可以找到另一个正数 ( )  ，使得 ( ) ( )    。定义

( )   ，且令 ( , )T T r





   

如果对于 0 1 0:  t t t t t T ，有 ( )x t  ，那么 

0 0
1 1 0 0 0 0

0 0 1 0

0 ( ) [ ( ), ] [ ( ), ] ( ( ) ) [ ( ), ] ( ( ) )

[ ( ), ] ( ) ( ) 0

    

  

  

   

 
t t

t t
V x t t V x t t x s ds V x t t x ds

V x t t t t r T

  

   

（3.30） 

这就产生了矛盾。因此一定存在 2 0 1[ , ]t t t ，使得 2( ) x t  。因此，

对所有的 2t t 有 

2 2( ( ) ) [ ( ), ] [ ( ), ] ( ) ( )    x t V x t t V x t t  
           

（3.31） 



从而 

0 2( )           x t t t T t 
                          

（3.32） 

 

3.6.3 全局一致渐近稳定相关定理 

从实际应用的角度出发，我们把时变系统的稳定性概念进一

步细化，然后给出稳定性与比较函数的关系，最后再给出一致稳

定、一致渐渐稳定及指数稳定的 Lyapunov 直接判别法定理。 

定义 3.6.4  对于方程 ( , )x f x t 的平衡点 0x  。 

⑴如果对于每个 0  存在 0( , ) 0t    ，满足 

0 0( ) ( ) ,     0     x t x t t t
                      

（3.33） 

则平衡点是稳定的。 

⑵如果对于每个 0  存在 ( ) 0    与 0t 无关，且满足上式，

则平衡点是一致稳定的。 

⑶如果平衡点不稳定，那么它就是非稳定的。 

⑷如果平衡点是稳定的，且存在一个正常数 0( ) 0c c t  ，对于

0( )x t c ，满足当 t 时 ( ) 0x t  ，则平衡点是渐近稳定的。 

⑸如果它是一致稳定的，且存在独立于 0t 的常数 0c  ，满足对

于所有 0( )x t c ，当 t 时 ( )x t 对 0t 一致趋于零。即，对于每

个 0  ，存在 ( ) 0T T   ，满足 

0 0( ) , ( ), ( )     x t t t T x t c
                     

（3.34） 

则平衡点是一致渐近稳定的。 

⑹如果它是一致稳定的，可以任选择一个 ( )  ，使得 lim ( )


 


 ，



并且对于每对正数 0  和 0c  ，存在 ( , ) 0T T c  ，满足 

0 0( ) , ( , ), ( )     x t t t T c x t c
                   

（3.35） 

 

则平衡点是全局一致渐近稳定的。 

下面的引理给出用𝐾𝐿类函数定义的一致稳定性和一致渐近

稳定性的等价关系 

引理 3.6.3 对于方程 ( , )x f x t 的平衡点 0x  。 

1.当且仅当存在一个 K 类函数 和独立于 0t 的常数 0c  ，满足 

0 0 0( ) ( ( ) ), 0, ( )   x t x t t t x t c  
                

（3.36） 

时，平衡点是一致稳定的。 

2.当且仅当存在一个 KL 类函数  和独立于 0t 的常数 0c  ，满足 

0 0 0 0( ) ( ( ) , ), 0, ( )    x t x t t t t t x t c  
              

（3.37） 

时，平衡点是一致渐近稳定的。 

3.当且仅当上述不等式对于任意初始状态 0( )x t 都成立时，平衡点

是全局一致渐近稳定的。 

 

正定函数与 K 类函数的关系 

引理 3.6.4 设 :V D R 是定义域为 nD R 且包含原点的连续

正定函数，并设对于某个 0r  有 rB D ，则对于所有 rx B 存在定

义在 0, r 上的 K 类函数 1 2,  满足条件 

1 2( ) ( ( )) ( ) x V x t x 
                             

（3.38） 

如果 nD R 且 ( )V x 是径向无界的，则存在K类函数 1 2,  在[0, )



上有定义，使得上式对于任意
nx R 都成立。 

引理证明参见文献[1] 

时变系统的相关稳定性定理 

定理 3.6.3（一致稳定定理）对于方程 ( , )x f x t 的平衡点 0x  ，

nD R 是包含平衡点的定义域， :[0, )V D R   是连续可微函数，

且满足 

1 2( ) ( , ) ( )W x V t x W x 
                            （3.39） 

( , ) 0
 


 

V V
f t x

t x


                              
（3.40） 

0,t x D    其中 1( )W x 和 2 ( )W x 都是D上的连续正定函数。那么，

平衡点是一致稳定的。 

证明：V 沿方程 ( , )x f x t 的轨线的导数为 

( , ) ( , ) 0
 

 
 

 V V
V t x f t x

t x


                            
（3.41） 

选择 0, 0r c  ，满足 1, min ( )r
x r

B D c W x


  ，那么集合 

 1| ( ) r rx B W x c B
                               

（3.42） 

定义一个与时间无关的集合： 

 , | ( , )  t c rx B V t x c
                              

（3.43） 

由已知条件有 

2( ) ( , )W x c V t x c 
                                （3.44） 

可得 

   2 ,| ( , ) | ( , )   r t c rx B W t x c x B V t x c 
          （3.45）             

同样由已知条件 1( , ) ( )V t x c W x c   



可得 

   , 1| ( , ) | ( , )    t c r rx B V t x c x B W t x c 
          

（3.46） 

D
Br

1{ c}

2{ c} 

{ c}v
      

图 3.8 五个集合示意图 

特别注意曲面 ( , )V t x c 是与 t 有关，但处于独立于时间的曲

面 1( , )W t x c 和 2( , )W t x c 之间。 

由于在D上对于任何 0 0t  有 ( , ) 0V t x  ，所以对
00 ,t cx  ，当

0t t 时，始于 0 0( , )t x 的解保持在 ,t c 内。由前述集合关系可知始于

集合 2| ( , ) rx B W t x c 的任何解对未来所有时刻都保持在 ,t c 内，

从而也保持集合 1| ( , ) rx B W t x c 内。因此，对于所有 0t t 的解

有定义并且有界。 

由 ( , ) 0V t x  可得到 

0 0 0( , ( )) ( , ( )),     V t x t V t x t t t 
                         （3.47） 

在区间 0, r 定义两个 K 类函数 1 2,  满足条件 



1 1 2 2( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( ) x W x V t x t W x x   
                  

（3.48） 

结合上述两个不等式可得到 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 2 0 1 2 0( ( )) ( ( , ( ))) ( ( , ( ))) ( ( ( )) ( ( ( ) ))         x W x V t x t V t x t W x t x t   

而
1

1 2( ( ))   还是 K 类函数。所以原点是一致稳定的。 

定理 3.6.4（一致渐近稳定性定理）对于方程 ( , )x f x t 的平衡点

0x  ， nD R 是包含平衡点的定义域， :[0, )V D R   是连续可

微函数，且满足 

1 2( ) ( , ) ( )W x V t x W x 
                                （3.49） 

3( , ) ( )
 

 
 

V V
f t x W x

t x


                                
（3.50） 

0,  t x D 其中 1( )W x 、 2 ( )W x 和 3( )W x 都是D上的连续正定函数。

那么，平衡点是一致渐近稳定的。 

如果选择 0, 0r c  ，满足 1, min ( )r
x r

B D c W x


  ，则始于集合

 2| ( , )rx B W t x c  的每条轨线对于某个𝐾𝐿函数  都满足 

0 0 0( ( ) , )),    0  x x t t t t t  
                      

（3.51） 

如果 nD R 和 1( )W x 径向无界，则平衡点是全局一致渐近稳定的。 

证明：由一致稳定定理证明可知，对所有 0t t ，始于集合

 2| ( , ) rx B W t x c 的任何解对未来所有时刻都保持在集合

 1| ( , ) rx B W t x c 内。在区间 0, r 定义一个 K 类函数 3 满足条件 

3 3( , ( )) ( , ) ( ) ( )
 

   
 

 V V
V t x t f t x W x x

t x
 

            
（3.52） 

利用不等式 

1 1

2 2 3 2 3( , ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )      V t x t x V x V x  
    

（3.53） 



可见，V 满足微分不等式 

。
1

3 2
（ , ( )) ( ( )) ( )V t x t V V    

                    （3.54）                    

由微分不等式可得： 

0 0 0 0 0( , ( )) ( ( , ( ), )),     ( , ( )) [0, ]   V t x t V t x t t t V t x t c
      （3.55） 

因此，任何始于 2| ( , ) rx B W t x c 的解都满足不等式 

1 1

1 1 0 0 0( ( , ( ))) ( ( ( , ( ), ))    x V t x t V t x t t t   

1

1 2 0 0 0 0( ( ( ( ) ), )) ( ( ) , )     x t t t x t t t
            

（3.56） 

从而平衡点是一致渐近稳定的。 

  
 如果 nD R ，则 1 2,  和 3 是定义在[0, ) 上的函数，因而 1, 

与 c 无关。由于 1( )W x 径向无界， c 可以任意大，是其包含

 2| ( , ) rx B W t x c 内的初始状态。因此平衡点是全局一致渐近

稳定的。
 

这个重要定理的证明很有技巧，我们先看几个例子。 

例 3.25 全局渐近稳定例子考查系统 

2

1 1 2

2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

tx t x t e x t

x t x t x t

  

 



  

为了确定平衡点 0 的稳定性，选择下面标量函数 

2 2 2

1 2( , ) (1 )tV x t x e x    

这个函数是正定的，因为它能控制住一个时不变正定函数 

2 2

1 2x x  

同时也具有无穷大上界，因为它能被下面的时不变正定函数所控制 

2 2

1 22x x  



而且 

2 2 2

1 1 2 2( , ) 2[ (1 2 ) ]tV x t x x x e x      

这表明 

2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) 2( ) ( )       V x t x x x x x x x x  

因此，V 是负定的。满足一致渐近稳定定理条件，所以平衡点 0

是全局一致渐近的。 

时变系统的稳定性结果没有自治系统的稳定性结果那么直

观，因此应用以上定理时要特别谨慎，下面我们举两个例子来说

明。 

对自治系统而言，如果V 是正定的且V 是负定的，那么原点

就是渐近稳定的。因此，我们自然想到：如果要使系统渐近稳定，

以上条件是否足够呢？ 

例 3.26  具有无穷大上界条件的重要性 

令 ( )g t 是一个连续可微的函数，除了在峰点处为 1 外，其

它为 2

t

e


。特别地，
2 ( )g t 的图形如图 3.9 所示，在 t 取整数处为

2 ( )g t 的峰点。 

 



图 3.9 函数
2 ( )g t 图像 

假设在横坐标 t n 处的峰点的宽度小于 (1/ 2)n 。所以
2 ( )g t

的无穷积分满足 

2

0 0
1

1
( ) 2

2

r

n
n

g r dr e dr
 





   
                   

（3.57） 

因此标量函数 

        

2
2

2 0
( , ) 3 ( )

( )

tx
V x t g r dr

g t
  
                      （3.58） 

是正定的（ 2( , )V x t x ）。 

现在考虑一阶微分方程 

( )

( )

g t
x x

g t



                                       （3.59） 

选取（3.58）中的 ( , )V x t 为候选的 Lyapunov 函数，容易得到 

2( , )V x t x  是定负的。然而（3.59）的通解为 

0

0

( )
( )

( )

g t
x x t

g t


                          
       （3.60） 

因此原点不是渐近稳定的。 

由于V 的正定性和V 的半负定性足已保证原点 Lyapunov 稳

定 ，人们很自然地推想到：如果V 是负定的会导致怎样的新结

果。可以证明，如果V 是负定的，那么可以找到一个无穷序列 it ，

使得 ( ) ,   ix t i 。 

另外一个需要注意的是：在得出结论之前，我们先看一个有

趣的二阶动力系统 



0( ) 0x c t x k x   
                             （3.61） 

其中 ( ) 0c t  是时变阻尼系数， 0k 是弹性常数。这是一个质量-弹簧

-阻尼器系统（质量为 1）。凭物理直觉，如果阻尼 ( ) 0c t  保持大

于一个严格的常数（意味着持速不断消耗能量），那么平衡点（0,0）

是渐近稳定的，正如自治非线性质量-弹簧-阻尼器系统的情况一

样。然而，这未必是正确的。实际上，考虑系统 

(2 ) 0tx e x x    
                           （3.62） 

很容易证明，当初始状态为 (0) 2, (0) 1x x   时，系统的解为

( ) 1 tx t e  ，显然它趋近于 1.如果阻尼增加的足够快，那么系

统就固定在 1x  处。 

例 3.27 带有时变阻尼的渐近稳定性 

0( ) 0x c t x k x     

取 

2
2( ) ( )

( . )
2 2

x x b t
V x t x


 


 

其中是任意一个小于 0k 的正常数，且 

2

0( ) ( )b t k c t     

容易计算得到 

2 2

0[ ( )] [ ( ) 2 ]
2

V c t x c t k x


       

因此存在正数 和  ，使得 

0( ) 0      ( ) 2   c t c t k  

那么V 是负定的。另外，假设 ( )c t 有上界（保证V 具有无穷大上



界），以上条件意味着系统是渐近收敛的。 

    下面给出指数稳定的定义和判定定理 

定义 3.6.5（指数稳定）对于方程 ( , )x f x t 的平衡点 0x  ，如

果存在正常数 , ,c k 满足 

0( )

0 0( ) , ( )
 


t t

x k x t e x t c 
                   

（3.63） 

则该平衡点是指数稳定的。如果上式对于任何初始状态 0( )x t 都

成立，则该平衡点是全局指数稳定的。 

定理 3.6.5（全局指数稳定）对于方程 ( , )x f x t 的平衡点 0x  ，

nD R 是包含平衡点的定义域， :[0, )V D R   是连续可微函

数，且满足 

1 2( , )
a a

k x V t x k x 
 
                          （3.64） 

3( , )
 

 
 

aV V
f t x k x

t x


                          
（3.65） 

0,t x D    其中 1 2 3, ,k k k 和 a 都是正常数。那么，平衡点是指数

稳定的。如果上述假设全局成立，那么平衡点是全局指数稳定的。 

证明：由一致稳定定理证明过程可知，当 0t 时，对于足够小的

c ，始于 2{ }
a

k x c 的轨线都有界。由已知的不等式表明V 满足

微分不等式 

3

2

( , )  k
V t x V

k


                                 
（3.66） 

由比较定理可得到 

3 2 0( / )( )

0 0( , ) ( , ( )
 k k t t

V t x V t x t e
                           （3.67） 

因此 



3 2 0

3 2 0

3 2 0

1/1/
( / )( )

0 0

1 1

1/ 1/( / )( )

2 0 ( / )( )2
0

1 1

( , ( )( , )

( )
( )

 

 

 

  
  

   

   
   
    

aa
k k t t

a aa k k t t

k k a t t

V t x t eV t x
x

k k

k x t e k
x t e

k k

 

 

       

（3.68） 

所以，原点是指数稳定的。如果所有假设全局成立，则可选择 c

任意大，且上述不等式对于所有 0( ) nx t R 都成立。 

例 3.28 考虑系统 

1 1 2

2 1 2

( )x x g t x

x x x

  

 



  

其中， ( )g t 是连续可微函数，且满足 

0 ( )

( ) ( ),    0

g t k

g t g t t

 
   

平衡点的稳定性 

证明 取 Lyapunov 函数 2 2

1 2( , ) [1 ( )]V t x x g t x   ，容易得到 

2 2 2 2 2

1 2 1 2( , ) [1 ] ,         x x V t x x k x x R  

因此， ( , )V t x 是正定且径向无界。 ( , )V t x 沿系统轨线的导数为 

2 2

1 1 2 2( , ) 2 2 [2 2 ( ) ( )]V t x x x x g t g t x        

利用不等式 

2 2 ( ) ( ) 2 2 ( ) ( ) 2   g t g t g t g t   

得到
1 12 2

1 1 2 2

2 2

2    1
( , ) 2 2 2

1    2

    
         

    


T

x x
V t x x x x x

x x
  

其中矩阵
2    1

1    2

 
 
 

是正定的。因此平衡点是指数稳定的。 

 



3.7 有界性和毕竟有界性 

对于非线性时变系统 ( , )x f t x  ，其中 :[0, ) nf D R   在

定义域[0, ) D  上是 t的分段连续函数，是 x的局部 Lipschitz 函

数，且 nD R 是包含原点的定义域。如何把 Lyapunov 分析用于

描述系统状态的有界性问题（即使在原点处无平衡点），是本节

的重点。 

首先我们给出相关状态有界的相关概念如下： 

定义 3.7.1  对于上述时变系统 ( , )x f t x  

(1) 如果存在一个与 0t 无关的正常数 0, 0c t  ，对于每个 (0, )a c ，

存在与 0t 无关的 ( ) 0a   ，满足 

0 0( ) ( ) ,     x t a x t t t  
                        

（3.69）  

则系统的解是一致有界的。 

（2）如果上式对于任意大的a都成立，则系统的解是全局一致

有界的。 

（3）如果存在与与 0t 无关的正常数 0, , 0b c t  ，对于每个 (0, )a c ，

存在与 0t 无关的 ( , ) 0T T a b  ，满足 

0 0( ) ( ) ,      x t a x t b t t T  
                     

（3.70） 

则系统的解是一致毕竟有界的，且最终边界为b。 

（4）如果上式对于任意大的a都成立，则系统的解是全局一致

毕竟有界的。 

例 3.29 考虑标量方程 

0sin ,    ( ) ,   0x x t x t a a        



该方程无平衡点，且其解为 

0

0

( ) ( )( ) sin
t

t t t

t
x t e a e d       

 

此解的边界为 

0 0 0

0

( ) ( ) ( )( )

0( ) 1 ,                   
t

t t t t t tt

t
x t e a e d e a e a t t   

上式表明：对于所有 0t t 解都有界，且对 0t 一致，即边界与 0t 无

关。当此边界对于所有 0t t 都成立时，它将随时间变化而成为解

的保守估计，因为没有考虑到指数衰减项。 

   如果取任意数b满足 b a   则容易看出 

0( ) ,   ln




 
   

 

a
x t b t t

b
   

边界b同样与 0t 无关，经过瞬态周期后，它给出解的更好估计。

这种解称为一致毕竟有界的，b是最终边界。 

   下面通过 Lyapunov 分析说明系统 

0sin ,    ( ) ,   0x x t x t a a        

的解具有一致有界性和毕竟有界性而无需状态方程的显示解。 

   取
2

( )
2

x
V x  ，计算沿系统轨线的导数得到 

2( )    V x xx x x  

不等式的右边不是负定，因为在原点附件，正线性项 x 和 2x 项

相比起着决定作用。但在 x 之外 ( )V x 是负的。 

   由 2 / 2c  可知始于 ( )V x c 的解在所有未来时刻都保持在

其内，因为 ( )V x 在边界 ( )V x c 是负的。因此解是一致有界的。



而且，如果取任意数 2( / 2) c   ，则 ( )V x 在 ( ) V x c  内为

负，这说明在此集合内， ( )V x 单调递减直到解进入 ( ) V x  内。

从那时刻起，解将不再离开 ( ) V x  ，因为 ( )V x 在边界 ( )V x 

是负的。由此可以得到，解是一致毕竟有界的，且最终的边界为

 2x  

定理 3.7.1（最终边界算法）设 nD R 是包含原点的定义域，设

:[0, ) , 0,      nV D R t x D R 是连续可微函数，满足 

1 2( ) ( , ) ( ) x V t x x 
                                

（3.71） 

3( , ) ( ),    0
 

   
 

V V
f t x W x x

t x
 

                     
（3.72） 

式中 1 2( ), ( )x x  是 K 类函数， 3( )W x 是连续正定函数。取

0, rr B D  并假设 

1

2 1( ( ))r                                           （3.73） 

那么，存在一个 KL 类函数  ，且对于每个满足 1

0 2 1( ) ( ( )) x t r

的初始状态 0( )x t ，存在 0( ( ), )T x t  使方程 ( , )x f x t 的解满足
 

0 0 0 0( ) ( ( ) , ),         x t x t t t t t t T 
               

（3.74） 

1

1 2 0( ) ( ( )),         x t t t T 
                     

（3.75） 

而且，如果 nD R ，且 1( )x 属于K函数，则上面两式对于任意

初始状态 0( )x t 都成立，对的大小没有任何限制。 

证明 利用稳定性定理 3.6.3 证明过程相关符号 ，设 

1( )r  ，则 2 ( )   ，且 2 0( ( ) ) x t  。设 2( )   并定义

, { | ( , ) }t rx B V t x     和 , { | ( , ) }   t rx B V t x  ，则 

, 1 1{ ( ) } { ( ) }         t rB x x B D 
          

（3.76） 



和 

, ,t t rB D    
                         

（3.77） 

集合 , ,,t t   具有始于这两个集合内的解不会离开该集合的性质，

因为 ( , )V t x 在边界上的值是负的。由 

02 0 0 ,( ( ) ) ( )    tx t x t
                

（3.78） 

可得到对于所有 0 ,, ( ) tt t x t 。始于 ,t  内的解在有限时间内一

定会进入 ,t  ，因为在集合上 , ,{ }t t   ， ( , )V t x 满足 

( , ) 0 V t x k                     

（3.79） 

其中在包含 , ,{ }t t   的集合{ } x r  上， 3min{ ( )}k W x 。上面

不等式可表示为 

0 0 0 0( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )   V t x t V t x t k t t k t t 
    （3.80） 

该式说明在时间区间 0 0[ , ( ) / ]t t k   内 ( , ( ))V t x t 简化为。对于所

有，始于 ,t  内的解都满足不等式 1

1 2 0( ) ( ( )),         x t t t T  ，

因为有 , 1 2{ ( ) ( )}    t x  。对于始于 ,t  内但在 ,t  外的解，设

0t T 是首次进入 ,t  的时刻。对于所有 0 0[ , ]t t t T  ， 

1

3 3 3 2( , ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )     V t x t W x x V V  
     

（3.81） 

与定理 3.6.3 证明类似，可以证明存在一个 KL 类函数 ，使得 

0 0 0 0 0( , ( )) ( ( , ( )), ),   [ , ]    V t x t V t x t t t t t t T       （3.82） 

定义函数 1

1 2( , ) ( ( ), )   r s s ，可得 

        0 0 0 0( ) ( ( ) , ),     [ , ]    x t x t t t t t t T
            

（3.83） 

如果 nD R ，可选择 3 及  与 无关。如果 1 属于K类函数，则



2 也是K类函数，且可通过选取足够大的 ，使界 1

2 ( )  取得任

意大，因此集合 1

2{ ( )} x  内可包含任何初始状态 0( )x t 。 

 

例 3.30 对具有硬化弹簧、线性粘滞阻尼并施加周期外力的用下

列杜芬（Duffing）方程表示弹簧系统 

2 3 cosmy cy ky ka y A t    
 

取 1 2,x y x y   ，并且假设对各常数取几个数值。系统的状态方

程表示为： 

1 2

2

2 1 1 2(1 ) cos

x x

x x x x M t



    



  

其中 0M 是与周期性外力的幅度成正比的。当 0M  时，系统在

原点有一个平衡点。 

取 Lyapunov 函数： 

1 2

0

2 4

1 1

4

1

1 1
    

2 2
( ) 2 ( )

1
     1

2

1 1
    

12 2

1 2
     1

2

3 1
    

12 2

1 2
     1

2

x
T

T

T

V x x x y y dy

x x x x

x x x

 
 

   
 
  

 
 

   
 
  

 
 

  
 
  



 

是正定径向无界的，其沿系统的导数为： 



22 4 2 4

1 1 2 1 2 12 2
( ) ( 2 ) cos 5        V x x x x x x M t x x M x

     
2 24

12 2 2
( ) (1 ) 5     V x x x x M x  

其中0 1  则 

2 4

12 2

5
( ) (1 ) ,    


    M

V x x x x   

上式说明对于
5M




 ，系统的解是全局一致毕竟有界的。 

假如要计算最终边界值，此时必须找出函数 1 2,  。由不等

式 

2

min 2

4 2 4

min2 2 2

( , ) ( )

1 1
( , ) ( )

2 2



 

T

T

V t x x Px P x

V t x x Px x P x x

 

 
 

看出 1 2,  可取为 

2

1 min

2 2

2 max

( )

1
( )

2

P r

P r r

 

 



 
 

因此，最终边界为 

2 4
1 max2

1 2

min min

( ) / 2( )
( ( ))

( ) ( )

P
b

P P

   
  

 

 
    

 

3.8 输入-状态稳定性 

本节讨论控制系统在有界输入的情况下，系统的状态是否保

持有界？ 

先看线性时不变系统 x Ax Bu  的情形。 

线性系统的解可以表示为 



0

0

( ) ( )

0( ) ( ) ( )
t

t t A t A

t
x t e x t e Bu d     

              
（3.84） 

其中 A矩阵保持为 Hurwitz 矩阵才能使系统有意义。利用边界条

件 0 0( ) ( )  t t A t t
e ke 对解进行估值，有 

0

0

0

0

( ) ( )

0

( )

0

( ) ( ) ( )

( ) sup ( )

  





 




   

 

 






t

t t t

t

t t

t t

x t ke x t ke B u d

k B
ke x t u




  

（3.85） 

上式表明：零输入状态响应按指数规律快速衰减到零，而零状态

响应对应于每个有界输入都是有界的。从而可得到 

结论 线性系统零状态响应对每个有界输入都是有界的。 

然而对于一般非线性系统上面结论不一定成立，为此考察下

面的反例 

例 3.31 标量系统 23 (1 2 )x x x u    ，当 0u  时，原点是全局指

数稳定的。然而当 (0) 2x  和 ( ) 1u t  时，标量系统方程的解

( ) (3 ) / (3 2 )t tx t e e   是无界的，但它有有限的逃逸时间为 3
ln

2
t  。 

定义 3.8.1  如果存在一个 KL 类函数 和一个 K 类函数 ，使

对于任何初始状态 0( )x t 和有界输入 ( )u t ，解 ( )x t 对于所有 0t t 都

存在，且满足 

0

0 0( ) ( ( ), ) sup ( )


  
 

 
   

 t t

x t x t t t u  

那么系统是输入-状态稳定的。 

定理 3.8.1（输入-状态稳定）设 :[0, ) nV R R   是连续可微函

数，满足 



1 2

3

( ) ( , ) ( )

( , , ) ( ),     ( ) 0

 


 

   
 

x V t x x

V V
f t x u W x x u

t x

 

 
       

（3.86） 

( , , ) [0, ) n mt x u R R     ，其中 1 2,  是类函数，是类函数，

3W 是 nR 上的连续正定函数。则系统是输入 -状态稳定的，

1

1 2       

证明 利用定理 3.7.1 的全局定义，发现解存在并且满足 

0

0 0 0( ) ( ( ), ) sup ( ) ,    


  


 
   

 t

x t x t t t u t t 
    

（3.87） 

由于当 0 t t  时，解 ( )x t 仅取决于 ( )u  ，在 0[ , ]t t 上取上式右边的

上确界，结论成立。 

例 3.32 考虑系统 

2

1 1 2

2 2

x x x

x x u

  

  



  

先设 u ，研究无激励系统原点的全局渐近稳定性。利用

Lyapunov： 

2 4

1 2

1 1
( , ) ,     0

2 4
V t x x ax a    

可得： 

2 2 4

1 1 2 2

2 2 4

1 2 2

( , )

1 1
( ) ( )

2 4

V t x x x x ax

x x a x

   

    



 

选择 1/ 4a  ，则原点是全局渐近稳定的。 

   现在假设 0, 1u a  则
 



2 2 2 4 3

1 2 1 2 2

32 2

1 2

1 1
( , ) ( ) ( )

2 2

1
( )

2

     

  

V t x x x x x x u

x x x u
 

为了利用 2 4

1 2

1
( )

2
x x  去控制

3
x u 一项，把前面的不等式重写为： 

32 2 2 2

1 2 1 2

1 1
( , ) (1 )( ) ( )

2 2
      V t x x x x x x u  

其中0 1  。如果 2 2 /x u 或者  
3

2 12 / , 2 / x u x u  ，则 

32 2

1 2

1
( ) 0

2
  x x x u 

 

上述条件可表示为 

 
2

1 2

2 2
max , max ,

 

   
  

   

u u
x x 

 

利用范数  1 2max ,x x x

 同时定义 K 类函数为 ( )r  

2
2 2

( ) max ,
r r

r
 

   
   

   
 

由此可知，当 

 2 2

1 2

1
( , ) (1 )( ) ,     

2
 


   V t x x x x u   

因此系统是输入-状态稳定的。 

3.9 输入-输出稳定性 

输入-输出法是动力学系统建模的一种方法，输入-输出模型使系

统的输出直接与系统的输入联系，无需了解状态方程的内部结构，

系统被看作一个黑盒子，只能通过系统的输入端和输出端访问。 

3.9.1 L稳定性 



考虑一个系统，其输入-输出关系表示如下： 

y Hu                                   （3.88） 

其中H 是某种映射或者算子，指定了 ,y u的关系。输入u属于信

号空间，信号空间把时间区间[0, ) 映射到欧几里得空间 mR ，即

:[0, ) mu R  。例如分段连续的有界函数空间
0

sup
t

u


 和分段

连续的平方可积空间
0

( ) ( )Tu t u t dt


  。为度量信号的大小，引

入范数 u ，满足下面三个性质： 

 当且仅当信号恒为零时，信号的范数等于零，否则严格为正。 

 对于任意正常数a和信号u，数乘信号的范数等于范数的数乘，

即 au a u  

 对于任意信号 1 2,u u ，范数满足三角不等式 1 2 1 2 u u u u  

对于分段连续有界函数空间，其范数定义为 

0

sup ( )
L

t

u u t
 

 
                               

（3.89） 

该空间表示为 mL  

    对于连续平方可积空间，其范数定义为 

2 0
( ) ( )T

L
u u t u t dt



  
                             

（3.90） 

该空间表示为 2

mL  

一般情况下，对于 1 p ，空间 m

pL 定义为连续函数

:[0, ) mu R  的集合，满足： 

 
1

0
( )

p

p p

L
u u t dt



  
                              

（3.91） 



如果认为 mu L 是“良态”输入，要问的问题是能否有“良

态”输出 qy L 。由“良态”输入产生“良态”输出的系统是稳定

系统。但不能把H 定义为从 mu L 到 qy L 的映射，因为必须处

理不稳定系统，而不稳定系统的输入 mu L 可能产生不属于 qL 的

输出 y。所以，H 经常定义为从扩展空间 m

eL 到扩展空间 q

eL 的映

射，其中 m

eL 定义为 

{ | , [0, )}m m

eL u u L     
                                 

（3.92） 

u的截断函数定义为 

 
( ),   0

( )
0,        








 



u t t
u t

t

 
                               （3.93） 

扩展空间 m

eL 是以未扩展空间 mL 作为其子空间的线性空间，它便

于对无限增加的信号加以处理。例如信号 ( )u t t 不属于空间L，

但是对于每个有限的 ，其截断函数为 

,   0
( )

0,        







 



t t
u t

t

 

                                                 

（3.94） 

属于L。因此， ( )u t t 属于扩展空间 eL  

如果在任何时刻 t ，输出 ( )( )Hu t 只与该时刻的输入值有关，

则称映射 m q

e eL L 是因果的。这相当于 

( ) ( )Hu Hu  
                                                

（3.95） 

因果性是状态模型表示的动力学系统的内涵性质。 

定义 3.9.1（输入-输出稳定性）  如果存在定义在[ 0 , ) 上的K 类

函数 和非负常数 ，对于所有 ,   [0, )m

eu L    满足 

( ) ( )  
L L

Hu u
                             

（3.96） 



则映射 m q

e eL L 是L稳定的。 

如果存在非负常数 ,  ，对于所有 ,   [0, )m

eu L    满足 

( )  
L L

Hu u
                              

（3.97） 

则映射 m q

e eL L 是有限增益L稳定的。 

例 3.33 无记忆的也可能是时变的函数 :[0, )h R R   可以看成

是算子，它对于每个输入信号 ( )u t 赋予输出信号 ( ) ( , ( ))y t h t u t 。

我们用这一简单算子说明L稳定性的定义。设 

( , ( ))
cu cu

cu cu

e e
h t u t a b

e e






 


 

其中 , ,a b c为非负常数。由 

2

4
( , ( )) ,    

( )
   

cu cu

bc
h t u t bc u R

e e
  

应用中值定理可以得到 

| ( , ( )) | | |,      h t u t a bc u u R  

因此，H 是有限增益L稳定的。其中 ,bc a   。进一步，如

果 0a  ，则对于每个 [1, ),p  有 

0 0
| ( , ( )) | ( ) | | ,    

 

  
p p ph t u t dt bc u dt u R  

这样，对于每个 [1, ),p  算子H 是有限增益L稳定的，偏项为

零，且 bc  。设h是时变函数，对于某个正数a满足 

| ( , ( )) | | |,    t 0,  h t u t a u u R   

则对于每个 [1, ),p  映射H 是有限增益L稳定的，偏项为零，

且 a  。最后，假设 2( , ( ))h t u t u 。由于 



2

0 0

sup | ( , ( )) | (sup | ( ) |)
 t t

h t u t u t  

映射H 是L稳定的，偏项为零，且 2( )r r  。但不是有限增益L

稳定的，因为对于所有u R ，函数不以形如| ( ( )) | | | h u t u 的

直线为界。 

 

3.9.2 状态模型的L稳定性 

输入-输出稳定性的概念具有直观性希望在有限输入-有限

输出稳定性的结构下研究动力学系统稳定性概念。Lyapunov 稳

定性着重研究平衡点的稳定性和状态变量的渐近稳定性，本节主

要从 Lyapunov 稳定性的形式体系研究输入-输出的稳定性，即

如何用Lyapunov稳定性工具建立由状态模型表示的非线性系统

的L稳定性问题。 

考虑系统 

         0( , , ),    (0)x f t x u x x                      （3.98） 

         ( , , )y h t x u                               （3.99） 

其中 , , :[0, )n q n

ux R u R f D D R      是关于 t的分段函数，且

是 ( , )x u 的局部利普希茨（Lipschitz）函数， :[0, ) q

uh D D R   

是关于 t的分段函数，且是 ( , )x u 的连续函数， nD R 是包含 0x 

的定义域， m

uD R 是包含 0u  的定义域。对于每个固定的 0x D

状态方程的解定义了一个算子H 它对应每个输入信号u赋予相

应的输出信号 ( )y t 。假设 0x  是无激励系统。
 

( , ,0)x f t x
                                         

（3.100） 



的平衡点。讨论的主要问题是：如果上述方程的原点是一致渐进

稳定的，那么在 ,f h满足一定假设下，对于某一信号空间L，系

统就是L稳定的或者小信号L稳定的。 

定理 3.9.1 系统（ 3.98） -（ 3.100 ），取 0, 0ur r  ，使得

{ } ,   { } u ux r D u r D  。假设 

 0x  是系统（3.100）的指数稳定平衡点，且存在 Lyapunov

函数 ( , )V t x ，对于所有 ( , ) [0, )t x D   及正常数 1 2 3 4, , ,c c c c 满

足 

      
2 2

1 2( , )c x V t x c x 
                                   

（3.101）
 

     
2

3( , ,0)
 

 
 

V V
f t x c x

t x


                              
 
（3.102）

 

      4





V
c x

t


                                            
   
（3.103）

 

 对于所有 ( , , ) [0, ) ut x u D D    和非负常数 1 2, ,L  
， ,f h满

足不等式 

   ( , , ) ( , ,0)f t x u f t x L u
                                 

（3.104）
 

1 2( , , )  h t x u x u
                                      

（3.105）
 

 

则对满足 1

20
c

cx r 的每个 0x 系统（3.98）-（3.100）是小信

号有限增益 pL 稳定的， [0, ]p  。特别地，当每个 peu L 满

足  1 3 2 4
0

sup ( ) min , / ( )
 

u
t

u t r c c c c L 时，对于所有 [0, )   ，输

出 ( )y t 满足   
p pL L

y u  

其中 



1 1 4
2

1 2

c c L

c c


  

                                             
 
（3.106）

 

2

11 0

c

c
x  

                                              
（3.107）

 

1/

2

3

1,                       

2
,        [1, ) 

p

p

c
p

c p



 


  
  

 

                              
（3.108）

 

此外，如果原点是全局指数稳定的，且所有假设都全局成立

（ ,n m

uD R D R  ），则对每个 0

nx R   系统（3.98）-（3.100）

是有限增益 pL 稳定的， [0, ]p   

 

定理 3.9.2   系统（3.98）-（3.100），取 0r  ，使得{ }x r D 。

假设 

 0x  是系统（3.100）的一致渐近稳定平衡点，且存在

Lyapunov 函数 ( , )V t x ，对于所有 ( , ) [0, )t x D   及 K 类函数

1 2 3 4, , ,    满足 

      1 2( ) ( , ) ( ) x V t x x 
                                

（3.109）
 

      3( , ,0) ( )
 

 
 

V V
f t x x

t x


                            

（3.110）
 

      4 ( )




V
x

t


                                           
  
（3.111）

 

 对于所有 ( , , ) [0, ) ut x u D D    和K类函数 5 6 7, ,   和非负常

数𝜂, 𝑓, ℎ满足不等式 

    5( , , ) ( , ,0) ( )f t x u f t x u
                              

（3.112）
 

6 7( , , ) ( ) ( )   h t x u x u
                           

（3.113）
 



则对满足
1

0 2 1( ( )) x r 的每个 0x 系统（3.98）-（3.100）是

小信号L稳定的。 

定理 3.9.3 系统（3.98）-（3.99），取 ,n m

uD R D R  ，假设 

 系统（3.100）是输入-状态稳定 

 对于所有 ( , , ) [0, ) n mt x u R R    ，K 类函数 1 2,  和非负常数

， h满足不等式 

  1 2( , , ) ( ) ( )   h t x u x u
                              

（3.114）
 

则对每个 0

nx R ，系统（3.98）-（3.99）是L稳定的。 

 

例 3.34 考虑二阶单输入-单输出非线时变系统 

3

1 1 2

3

2 1 2

1 2

( )

( )

x x g t x

x g t x x u

y x x

  

   

 



  

其中，对于 0, ( )t g t 是连续且有界的。 

     取 2 2

1 2V x x  ，则有 

4 4

1 2 22 2 2V x x x u     

由于 

44 4

1 2 2

1

2
x x x  

可以得到 



4 4

1 2 2

4

2 2

4 4

2 2 2

1/3

4

2 2

2 2 2

2

(1 ) 2 ,   0 1

2
(1 ) ,     

  




   

 

      

 
    

 

V x x x u

x x u

x x x u

u
x x



 

 

当时
42 1/3

1 2 3 2
( ) ( ) , ( ) (1 ) , ( ) (2 / )r r r W x x r r          ，状态方

程是输入-状态稳定的，且系统是L稳定的。 

3.9.3 2L 增益 

2L 稳定性在系统分析中起着特殊作用。很自然我们选择的信

号是平方可积信号，它是一种有限能量信号。在许多控制问题中，

把系统表示为一种输入-输出映射，即从一个干扰输入u到收控输

出 y的映射，要求 y足够小。对于 2L 输入信号，控制系统要设计

为使输入-输出映射为有限增益 2L 稳定的，而且使 2L 增益最小。 

定理 3.9.4 考虑线性时不变系统 

               
x Ax Bu

y Cx Du

 

 



                                 

（3.115） 

其中 A 为 Hurwitz 阵。设 1( ) ( )G s C sI A B D   则系统的 2L 增

益为 2
sup ( )

R

G j





 

 

定理 3.9.5 考虑非线性时不变系统 

           
0( ) ( ) ,       (0)

( )

x f x G x u x x

y h x

  





                  

（3.116） 

其中 ( )f x 是局部 Lipschitz 的， ( ), ( )G x h x 在
nR 上连续。 ( )G x 为

n m 矩阵， ( ) : n qh x R R 。函数 ( )f x 和 ( )h x 在原点为零，即



(0) 0,  (0) 0f h  。设 为正数，并假设对于所有
nx R ，存在一

个连续可微的半正定函数 ( )V x ，满足不等式 

2

1 1
( , , , , ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0

2 2




  
   

  

T T TV V V
V f G h f x G x G x h x h x

x x x


           
（3.117） 

则对于每个 0

nx R ，上述非线性系统为有限 2L 增益稳定的，且其

2L 增益小于或等于 。 

例 3.35 考虑单输入-单输出系统 

 

1 2

3

2 1 2

2

x x

x ax kx u

y x



   





  

其中 ,a k 是正常数。可以证明无激励系统的原点是全局渐近稳定

的。  

   利用 4 2

1 2( ) ( / 4 / 2), 0V x ax x    作为备选解，可以得到 

2
2

22

1
( , , , , ) 0

2 2


 



 
     

 
V f G h k x   

取 ,  ，使 

2

2

1
0

2 2





  k   

或者 

2
2

2 1




 k
  

目的是为了得到可能的最小值 ，故选择 使上述不等式的右边

最小。在 1/ k  时， 取到最小值 21/ k  ，因此，选取 1/ k  ，

可得到系统是有限增益 2L 稳定的。 



3.10 Barbalat 引理与类 Lyapunov 分析 

在时不变的稳定性理论里，当能量函数沿系统的导数是半负

定时，利用不变集定理可以推导出渐近稳定性的结果。然而，不

变集定理不能应用于时变系统。一个重要而简单且能部分弥补这

种情况的结果就是 Barbalat 引理。Barbalat 引理是一个关于函

数及其导数的渐进性质的纯数学结论，当把这个引理适当应用于

动力系统，可以导致关于渐近稳定问题的许多较好结果。 

3.10.1 函数及其导数的渐近性质 

在讨论 Barbalat 引理之前，我们先弄清楚几点关于函数及

其导数的渐近性质。 

设给定一个关于 t的可微函数 f ，下面 3 个重要事实是函数

的基本结论： 

 0f f  收敛; 

即 0f  并不能推出当 t 时 ( )f t 存在极限。 

几何上，导数趋于零意味着倾斜线越来越平。然而，这并不

意味着这个函数存在极限。 

例 3.36 设函数 ( ) sin(log )f t t ，而其导函数具有性质： 

cos(log )
( ) 0

t
f t

t
 

，当 t   

但是函数 ( ) sin(log )f t t 一直是振荡的（速度越来越慢）。 

 而函数 ( ) sin(log )f t t t 是无界的，但同样有这种性质。 

 f 收敛 0f   

     这就是说：当 t 时， ( )f t 存在有限极限并不意味着



0f   

例 3.37 函数
2( ) sin( )t tf t e e 趋于 0，而其导数为 

2 2sin( ) 2 cos( )t t t tf e e e e  
 

是一个无界的函数。 

类似，函数
2 2( ) sin ( ) 0 t tf t e e  ，其导函数 f 是无界的。 

 如果 f 有下界且是递减的（ 0f ），那么 f 存在极限。 

这是微积分中的一个标准结果。然而，这并没有表明曲线的

斜率是否趋于 0 

3.10.2 Barbalat 引理 

我们现在考虑：在给定存在有限极限的函数时，需要附加什

么条件可以保证它的导数一定收敛于 0？ 

引理 3.10.1（Barbalat 引理）如果可微函数 ( )f t ，当 t 时存

在有限极限，且 f 一致连续，那么当 t 时， ( ) 0f t  。 

证明 1 函数一致连续的定义为： 

连续函数  ( )g t 在[ 0 , ) 是连续的，如果 

1 1

1 1

0,   0,   ( , ) 0,    0,

| | | ( ) ( ) |





      

    

t R R t t

t t g t g t R



          
（3.118） 

一致连续  ( )g t 在[ 0 , ) 是一致连续的，如果 

1

1 1

 0,   ( ) 0,    , 0,

| | | ( ) ( ) |





    

    

R R t t

t t g t g t R



                
（3.119） 

事实：可微函数一致连续的充分条件是它的导数是有界的。因为 

1 2 1( ) ( ) ( )( )g t g t g t t t  
                      （3.120） 

从而有： 



1 1| ( ) ( ) | | | g t g t M t t
                      （3.121） 

   2 Barbalat 引理的证明：如果当 t 时， ( )f t 不趋于零，

那么 0 00,    0,   ,    | ( ) |       T t T f t  。因此我们可以找到

一个无穷序列 it （当 i 时， it ）使得 0| ( ) | 
if t   

由于假设 ( )f t 是一致连续的，所以 0  使得 

, :   | |t t t t       ，有 

  
0| ( ) ( ) |

2
f t f t


    

                        
（3.122） 

这表明对 it 的邻域中的任意一点 t（即，使得 | |it t   ），有 

     
0| ( ) |

2
f t




                         
（3.123） 

由此，对任意的 it ，有 

0
0( ) | ( ) | 2

2

 

 


  

 

 
   i i

i i

t t

t t
f t dt f t dt

     
（3.124） 

 

这里左边的等号是根据 f 在积分区间不变号 

这与已知
0

( )
t

f r dr  存在极限项矛盾。 

推论 3.10.1 如果可微函数 ( )f t 当 t 时存在有限极限， f存

在且有界，那么当 t 时， ( ) 0f t  。 

通过下面例子说明如何判断控制系统中信号的一致连续性。 

例 3.38 考查输入有界的严格稳定的线性系统。证明系统的输出

是一致连续的。 

证明 把线性系统写成 



x Ax Bu

y Cx

 





                            
（3.125） 

由于u 有界且系统是严格稳定，所以状态 x 是有界的。由第一

个方程得 x 是有界的。因此，从第二个方程的 y Cx 是有界的，

从而系统的输出是一致连续的。 

3.10.3 利用 Barbalat 引理作稳定性分析 

为了在动力系统分析中运用 Barbalat 引理，典型的做法是

使用下面的一个直接推论。这个推论十分类似于 Lyaponov 分析

中的不变集定理。 

引理 3.10.2（类 Lyapunov 引理） 如果标量函数满足下面的条件 

 ( , )V x t 有下界； 

 ( , )V x t 是半负定的； 

 ( , )V x t 对时间是一致连续的。 

那么 ( , ) 0,   V x t t   

    事实上， ( , )V x t 存在有限极限V ，使得 ( (0),0)V V x ，于

是由 Barbalat 引理可以得到结论。 

    通过下面一个简单自适应控制系统的渐近稳定性分析说明

如何在控制设计中应用 Barbalat 引理 

例 3.39 带有一个未知参数的一阶自适应控制系统的闭环误差动

力系统为                

( )

( )

e e t

e t



 

  

 



  

其中 e 和 是闭环动力系统的两个状态，分别表示跟踪误差和



参数误差， ( )t 是有界的连续函数。下面分析这个系统的渐近性

质。 

考查有下界函数 

2 2V e    

其导数为 

22 0 V e   

这表明 ( ) (0)V t V ，因此， e 和 是有界的。但不能由不变集推

出 e 的收敛性，因这是一个非自治系统。 

     为了利用 Barbalat 引理，我们验证V 的一致连续性。V 的

导数为 

    
4 ( )V e e      

这表明V是有界的，因为根据假设是有界的，且前面已经证明

了 e 和 是有界的。因此，V 的一致连续性的。由 Barbalat 引理

得到 0,e t   

注意：虽然 0,e t ，但是系统不是渐近稳定的，因为这里

只能保证 是有界的。 

3.11 平衡点不稳定定理 

上述各节从Lyapunov直接法研究非线性系统稳定性的充分

条件，下面我们将从 Lyapunov 直接法给出三个不稳定的结论。

首先引入下面定理中用到的概念。设 :V D R 是包含原点 0x 

的 nD R 上的一个连续可微函数。假设 (0) 0V  ，且存在任意接

近原点的某一点 0x ，满足 0( ) 0V x  。选择 0r  ，使得球



{ | }  n

rB x R x r 包含在D内，并设 

{ | ( ) 0}rU x B V x  
                     （3.126） 

集合U 是包含在 rB 内的非空集，其边界是曲面 ( ) 0V x  和球

x r 。由于 (0) 0V  ，所以原点在 rB 内，位于U 的边界上。注

意U 可能包含不止一个分量。图所示为当 2 2

1 2( ) ( ) / 2 0V x x x   时

的集合。如果 (0) 0V  ，且存在任意接近原点的某一点 0x ，满足

0( ) 0V x  ，总可以构造集合U 。 

2x

2 1xx  

2 1xx 

1x

r

 

图 3.9 
2 2

1 2( ) ( ) / 2 0V x x x   集合 

定理 3.11.1 （第一不稳定性定理）  如果在原点的某个邻域内，

存在一个连续可微的具有无穷大上界的标量函数 ( , )V x t，使得 

 0(0, ) 0, V t t t ； 

 0( , )V x t 是可在任意接近于原点处取正值； 

 ( , )V x t 是正定的（在内局部正定）； 

那么原点 0 于 0t 时刻是不稳定的。 

注：第二个条件比 ( , )V x t 是正定条件弱。如：
2 2

1 2( , )V x t x x  显然



不是正定的，但是它在任意接近于原点处可取正值（沿着

2

2 10, ( )x V x x  ） 

证明 点 0x 在U 内，且有 0( ) 0V x a  。始于 0(0)x x 的轨线 ( )x t 一

定会离开集合。为了说明这一点，注意到只要 ( )x t 在U 内，就有

( )V x a ，这是因为在U 内有 ( ) 0V x  。设 

min{ ( ) | , ( ) }  V x x U V x a               （3.127） 

 

由于连续函数 ( )V x 在紧集{ , ( ) }x U V x a 内有最小值，所以上式

成立。那么 0  ，且有 

0
0 0

( ( )) ( ) ( ( ))       t t

V x t V x V x s ds a ds a t
        （3.128） 

该不等式说明 ( )x t 不可能永远保持在U 内，因为 ( )V x 的边界在

U 上。由于 ( )V x a ，所以 ( )x t 不可能通过曲面 ( ) 0V x  而离开U ，

只能通过球面 x r 离开U 。因为对于具有任意小 0x 的 0x ，都

会发生上述情况，因此原点是不稳定的。 

例 3.40 考察系统 

2 2

1 2 1 1 2

2 4

2 1 2 1 2

2 ( 2 )

2 ( )

x x x x x

x x x x x

  

   



  

此系统的线性化为 1 2 2 12 , 2x x x x    ，其特征值为+2j,  -2j,这表

明对该系统不能使用 Lyapunov 线性化方法判断稳定性。然而如

果取               
2 2

1 2

1
( , ) ( )

2
V x t x x   

求出其导数为 



2 2 2 4

1 2 1 2( , ) ( )( )V x t x x x x    

因为 ( )V x 都是正定的，所以原点不稳定。 

定理 3.11.2（第二不稳定性定理）如果在原点的某个邻域内，

存在一个连续可微的具有无穷大上界的标量函数 ( , )V x t ，满足 

 0(0, ) 0V t  ，且 0( , )V x t 在任意接近于原点处可取正值； 

 0( , ) ( , ) 0, ,   V x t V x t t t x  ； 

其中是正常数，那么原点 0 于 0t 时刻是不稳定的。 

例 3.41 考查系统 

2 2 2

1 1 2 2 1 2 1

2 2 2

2 1 2 2 1 2 1

3 sin 5 sin

3 sin 5 cos

x x x x x x x

x x x x x x x

  

  




 

取 2 2

1 2

1
( ) ( )

2
V x x x  ，显然，它在任意接近于原点处可取正值，且

其导数为 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 25 2 5V x x x x V x x      

满足定理条件，所以原点是不稳定的。 

 

定理 3.11.3 （第三不稳定性(Cetaev)定理）设是原点的一个邻

域，如果存在具有连续的一阶偏导数且在内具有无穷大上界的

标量函数 ( , )V x t 以及存在一个的子区域 1 ，满足 

 ( , ),V x t 和 ( , )V x t 在 1 内是正定的； 

 原点是 1 的一个边界点； 

 对所有的 0t t 和 1 在内的所有边界点，有 ( , ) 0V x t  。 

那么平衡点 0 于 0t 时刻是不稳定的。 



例 3.42 考查系统 

2 3

1 1 2

3

2 2 1

x x x

x x x

 

  



  

取

2

2
1

2

x
V x  ，它的导数为： 

2 2 3 3

1 2 2 1 2 2 1 2V x x x x x x x x         

验证V 和V ，可以知道原点是不稳定的。 

 

 

习题 

3.1 对下列系统分别找出平衡点，并且判定它们的稳定性，指出

是否渐近稳定、全局稳定。 

（1）
3 4sinx x x    

（2）
5(5 )x x   

（3）
5 7 2 8 2sin cos 3x x x x x x     

（4）
4 7 5 3 3( 1) sinx x x x x x      

（5）
2 7( 1) sin

2

x
x x x x


      

3.2 考虑系统 

      

2 2

1 1 2 1 2

2 2

2 1 2 1 2

( )sin

( )cos

x x x x x t

x x x x x t

    

    




 

证明原点是指数稳定的。并且用 Matlab 画出轨线走向图。 

3.3 证明系统 



     

2 2

1 2 1 1 2

2 2

2 1 2 1 2

(1 )

(1 )

x x x x x

x x x x x

    

    



  

原点是渐近稳定的，是否为指数稳定？并且用 Matlab 画出轨线

走向图。 

3.4 考虑系统 

        

3

1 2 1

3

2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

x h t x g t x

x h t x g t x

 

  




 

其中对于所有 0t ， ( )h t 和 ( )g t 是有界连续可微函数，且

( ) 0g t k 。 

（1）平衡点 0x  是否一致渐近稳定？ 

（2）平衡点 0x  是否指数稳定？ 

（3）平衡点 0x  是否全局一致渐近稳定？ 

（4）平衡点 0x  是否全局指数稳定？ 

3.5 证明定理 3.11.2 

3.6 证明定理 3.11.3 

 

 


